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Αρσίγαςί: Τῃοε ρο55Ιο]Πίγ οἳ πιεαδιΠ]ῃσ ἴῃο ρΏγρδισαἱ 517 “πι Ἱεηρί]μ” 
αοουταίε]γ οἱ ποί 15 α αμεδίοπ οἱ εχρ]οταίίοπ το]αίεά {ο Ρηγσιςς, Μαίπεπιαίαςς 
απά ΠπαΙ1γ {ο ΡΠΙΙΟ5οΡΠΥ. ας ίπε ππαίπεπιαίσαἱ αΏςνγεί 15 {παί “1 15 Ιππροςς1Ρ]α 
(ο Πιεᾶδυτο εχαςί]γ” απά ννηιοα 15 1π οοπ{]οί ννίΏ ἴα ϱΟΙΠΠΙΟΠ οπιρίγισαἱ 
ΙΠίυΙΠοη Οἱ 8Π ἂνετασε Παπ]αΠ. ΤΗιΙς, α «πια! ἀοοιπιεπίαίΠοη οἱ αοεοερίαποε οἱ 
ὕπα τεδι]ί 15 πιαάς νν1{Π 5οΠ16 5ΙΠΙ114Γ εΧαΠΙΡΙΕς. 


Περίληψη: Η δυνατότητα ακριβούς ή όχι μέτρησης του φυσικού μεγέθους 
«μήκος 32ΠΙ» συνιστά ένα διερευνητικό ερώτηµα που άπτεται της Φυσικής, 
των Μαθηματικών και τελικά και της Φιλοσοφίας, καθώς η Μαθηματική 
απάντηση είναι ότι «είναι αδύνατον να μετρηθεί ακριβώς» και η οποία 
έρχεταισε αντίθεση µετην κοινή εμπειρική διαίσθηση ενός µέσου ανθρώπου. 
Γίνεται έτσι και µια µικρή τεκμηρίωση αποδοχής του αποτελέσματος µε 
κάποια ανάλογα παραδείγματα. 


Λέξεις -Ιἀλειδιά: Μέτρο. µονάδα Ιπι, µήκος, μέτρο Λεμπέκ . γεωμετρική 
πιθανότητα, κατασκευασιµότητα, αριθμήσιμο, υπεραριθμήσιμο, συνεχές, 
ρητοί, αλγεβρικοί, υπερβατικοί, σύμμετρα μεγέθη. ασύμμετρα μεγέθη. 


Εισαγωγή: Στην παρούσα εργασία θα παρουσιάσουμε το πρόβλημα της 
απόλυτης μέτρησης ενός μεγέθους, δηλ. της εὐρεσης της αληθούς τιμής του 
του εάν βεβαίως αυτή υπάρχει. Επίσης θα εξετάσουµε την μαθηματική 
αναγωγή του όλου προβλήματος και της προβλημµατικής του. σε 
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επιστηµολογικές και φιλοσοφικές αρχές και ερωτήματα, µε κατεύθυνση 
απλοποίησης, ώστε να μπορούν να αναπτυχθούν ακόµα και σε περιβάλλον 
Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης. 


Η Μαθηματική πραγματικότητα για τους αριθμούς: Είναι γνωστή η 
φράση του Λέοπολντ Κρόνεκερ ότι «Ο Θεός δημιούργησε τους ακέραιους 
αριθμούς’ όλα τα άλλα είναι έργα του ανθρώπου» [1. [2] Η αφοριστική αυτή 
ὀήλωση, ίσως µπορεί να ερμηνευθεί και µε την γνωστή κακή συμπεριφορά 
του ίδιου του Κρόνεκερ απέναντι στον Ι κέοργκ Καντόρ. όταν ο τελευταίος 
ανεκάλυψε την υπεραριθμησιμότητα του συνόλου (0.1) καιτις συνέπειες της 
αποδοχής του αξιώματος τῆς επιλογής. [3]./4|. [5] (Διαγώνιο «επιχείρημα» 
Καντόρ) . Λέγοντας λ.χ. «3 αβγά» εννοούμε έναν σαφώς ορισμένο αριθµό, 
απολύτως µετρήσιμµο και επαληθεύσιµο. Οι Φυσικοί αριθμοί, συνιστούν µια 
εξαιρετικά ὁιαυγή, φυσική. πρωταρχική έννοια, διακριτότητας, απαρχή 
απαριθµησιµότητας. Τα 3 αυγά, ακόµα κι αν είναι όρνιθας, χελιδονιού και 
στρουθοκαμµήλου. είναι πάντα «3 αυγά» και όλοι μπορούν να τα μετρήσουν 
και να το επαληθεύσουν. Για τα 211 θα δούμε στην ανάπτυξη της πορείας, 
καθώς τίθεται θέµα «καλώς ορισμένου» της µονάδας «Ιπι», τῆς παραγωγής 
πολλαπλασίου της, όπως και τὴς ανάγνωσης του αποτελέσματος της 
μέτρησης απὀ κάποιο όργανο. Ακόμα όµως κι αν υποθέσουμε ότι κάποια 
τέτοια προβλήµατα αἱρονταιτεχνολογικώς συναντάμε εμπόδια Μαθηματικής 
φύσεως, που έχουν να κάνουν µε το συνεχές, την υπεραριθµησιμότητα των 
Πραγµατικών, που είναι οιονεί «απειροδέστερη» της αριθµησιμότητας τῶν 
Ρητών αφού ὃν, Σ δὲ. (Αν και μόνον το εμπόδιο ακριβούς μέτρησης από την 
από την πυκνότητα των δεκαδικών αριθμών αρκεί.) Ας τα πάρουµε όµως τα 
ὀεδομένα απὀ την αρχή: 


Είναι «καλώς ορισμένο» το Ίπι; Το «{ αλλικό μέτρο» όπως το έλεγαν πιο 
παλιά. είναι η απόσταση στους 0’ 6 μεταξύ δύο χαραγών πάνω σε µία ράβδο- 
πρότυπο απὀ ιριδιούχο λευκόχρυσο, που φυλάσσεται στο Διεθνές Ι ραφείο 
Μέτρων και Σταθμών στις Σέβρες. [6] Επέλεξαν σταθερή θερµοκρασία, (εδώ 
τους 0 Ὁ) διότι λόγω διαστολών -συστολών σε διαφορετικές θερμοκρασίες 
έχουµε διάφορα µήκη και επί πλέον το συγκεκριµένο κράµα (-Ρ0 έχει 
επιλεγεί επίτηδες µε µικρό-σχετικά- συντελεστή γραμμικής διαστολής. Αν 
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όµως φανταστούμε το κινητικὀ μοντέλο της Θερµότητας, όπου η ράβδος 
αυτή είναι ένα σύνολο μορίων τὼν οποίων το πλέγμα πάλλεται στους 0:Ὁ, 
βλέπουμε αμέσωςτην ασάφεια του ορισμού καθώς οι παλλόµενες άκρες δεν 
ορίζουν σταθερό µήκος. Ένας αντίλογος θα ήταν να ορίσουµε το Ι1ῃ στο 
απόλυτο μηδέν (-2/3 0 ) όπου εξ ορισμού τῆς ποιότητας του μεγέθους της 
θερμοκρασίας δεν υπάρχει κίνηση του πλέγματος τῶν µορίῶν του κράματος. 
Ακόμα και στους -2/32ς να ορίζαµε το Ίπι και να ξεπερνούσαμµε το 
πρόβλημα της ακριβούς επίτευξης του απολύτου μηδενός που ίσως είναι 
αξεπέραστο λόγω του ότι η επίτευξη αυτή προὐποθέτει θεωρητικά απουσία 
της πανταχού παρούσας κοσμικής ακτινοβολίας όπου ακόµα και μοναδικό 
φωτόνιο πιθανόν να κτυπά έναν πυρήνα μοναδικού µορίου που να δώσει 
ελαχιστότατη κίνηση στο πλέγμα, ακόµα και τότε, µόνο λόγω τῆς ύπαρξης 
της πυκνότητας των δεκαδικών (παραβλέπουμε την πυκνότητα ρητών και 
αρρήτων) αἱρεται η ακρίρεια του ορισμού του πι. 


Ὑποθέτοντας ότι µε κάποιο τεχνολογικό τρόπο αίρεται και το εμπόδιο της 
ταλάντωσης των μορίων, έχουµε το ἆλλο όριο, τῆς ύλης, του πέρατος της 
έννοιας μόριο, που εδώ συμπίπτει µε την έννοια άτοµο. Το τροχιακό μοντέλο 
ὀίνει Κάποιο πυρήνα µε πρωτόνια και νετρόνια γύρω απὀ τα οποία 
περιστρέφονται ηλεκτρόνια. Ακόμα και να παρακάµπταµε την αρχή της 
αβεβαιότητας (απροσδιοριστίας) του Βέρνερ Χάιζενμπεργκ [7] στο «να το 
ὀούμε µε ακρίβειω) που έρχεται σε αντίθεση µε το «Να προσδιορίσουµε την 
θέση του µε ακρίβρεια) και να υποθέσουμε («μεταφυσικά)) ακίνητο 
ηλεκτρόνιο και να προσδιορίσουμε κάποιο άκρο. το άκρο ὃεν µπορεί να είναι 
σηµείο µε την Γεωμετρική σηµασία του «μέρος ουθέν» [5] Ο τελευταίος - 
από αρκετούς- ορισμός του μέτρου είναι ότι μέτρο εἶναι «το µήκος που 
ὁιανύει το φως στο κενό σε χρόνο Ι/299.792.455 του δευτερολέπτου» [6] Αν 
υποθέσουμε ότι η ταχύτητα του φωτός είναι απόλυτα σταθερή στο κενό, 
µένειτο πώς θα μετρηθεί ακριβώςτο Ι5ες, δημιουργώντας έναν φαύλο κύκλο 
ακρίρειας της μέτρησης. Ακόμα κι αν παραβλέψουμε την ακρίβεια 
μέτρησης της ταχύτητας του φωτός µε όποια μέθοδο, όπου κι αυτή. πάντα 
χρησιμοποιεί χρονόµετρο. εάν υπάρχει και πώς «απόλυτο κενό» κτλ. Η 
ελάχιστη µαθηµατική συνθήκη - όριο ακρίρειας, είναι άτεγκτη: «Σε 
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οιουδήποτε μικρού μήκους ὁιάστήµα πραγματικών αριθμών εμπεριέχονται 
άπειροι δεκαὀοικοί) 


Η «κατασκευασιµότητα µε κανόνα και διαβήτη» : Η έννοια ακούγεται εκ 
πρὠτης όψεως ὡς µια φυσική διαδικασία, αφού διαφαίνεται να είναι εξ 
ορισμού ενόργανη. Στην πραγματικότητα όµως, εννοούμε µια απολύτως 
αφαιρετική θεωρητική Μαθηματική διαδικασία, όπου ο διαβήτης νοείται µε 
μύτη τύπου «μαθηματικό σηµείο». ο κύκλος που διαγράφει ως «απλατής 
γραμμή» , όπως και η ευθεία του κανόνα. Παράλληλα οι κατασκευές, ως 
προς το πλήθοςτους, οσοδήποτε µεγάλες είτε οσοδήποτε µικρές, θεωρούνται 
και µη φραγµένες. Επομένως, δεν υπάρχει εφικτότητα ανθρώπινης 
συγκεκριμένης κατασκευής µε την απόλυτη έννοια, αλλά πεπερασμένου 
πλήρους κατασκευών, µε μετρήσεις πάντα «στο περίπου» µε µεγαλύτερη 
είτε μικρότερη ακρίρεια, στα πλαίσια του «τυχαίου σφάλματος», αλλά και 
μαθηματικά αξεπέραστου «σφάλματος συστήµατος) κανόνα και διαβήτη. 
όπως ήδη εξηγήσαµε. (Απλατής γραµµή. αδιάστατο σηµείο) 


Πρόταση: {οθέντων ούὑο τυχαίων ευθυγράµµων τμημάτων α και ϱβ, ή 
πιθανότητα να έχουν μεταξύ τους ἀρρητή -ασύμιιετρή και μάλιστα υπερβατική 
σχέση, εἴναι 10056, δήλ. το βέβαιο ενδεχόμενο. 


Απόζὂειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να θωρήσουμε το ένα 
απὀ τα δύο λ.χ.το α µε µήκος-μέτρο |. όπως κάνουµε στην Φυσική είτε στα 
Μαθηματικά, όπου την µονάδα µήκους την ορίζουµε αυθαίρετα. Σε έναν 
άξονα των Πραγματικών αριθμών µε µονάδα το τµήµα α, µε µία)Ι. 
θεωρούμε το σύνολο [0.9] όπου ισχύει το μέτρο ΛΔεμπέκ µε μµ(]0:ΡΞΡ . 
Ὑπολογίζουμε την ΙΓ εωµετρική Πιθανότητα ύπαρξης υπερβατικών αριθμών 


στο  ὁδιάστηµα {[0.ῤ] ως Αυτή εξ ορισμού [12] είναι 
μ10,ϱ]- (1 ητοίομ ο ΑΛεβρικοίῃ ϱῃ) 
ρ(υπερβατικόσιερι)ξ-------------οσπ--------τ 
ο, ρ]) 
ο, ϱ))- µ(ρητοίν Αλγεβρικοίι) .ρ-0 β. ͵ 
μ([0, β!) ϱ ϱ 


Για την εξαγωγή του αποτελέσματος χρησιμοποιούνται οἱ προτάσεις: (1): 
«Οι Ρητοί αριθμοί είναι αριθιήσιµοι» (2): «Οι αλγεβρικοί αριθμοί εἴναι 
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αρισµήσιµοίι» (3): «Β αριθμµήσιµή ἐἑνωσή αριθιήσίµμων συνόλων, εἶναι 
αριθμήσιμο σύνολο» (4): «Το μέτρο κάθε αριθμήσίµου συνόλου εἴναι το 0» 
(9): «ΕΠ συνάρτηση μέτρο, του συνήθους μέτρου (1εμπέκ) πραγματικών, εἴναι 
προσθετική» (6): «Αλγεβρικοί (μή ρήτοί) και Υπερβατικοί εἴναι ζένα σύνολα 
µε ἐνωσή τους 4ρρήτους και Βήτοί και Άρρήητοι ζένα σύνολα µε ἐνωση τους 
Πραγματικούς» 


Επομένως ο αριθµός β που είναι µια τυχαία επιλογή στο [0.Ρ] είναι 
υπερβατικός άρα και το ίδιο το μέτρο του ευθ. τμήματος β. 


Πόρισμα 1 : Έστω μοναδιαίο τυχαίο ευθύγραμμα τμήµααμ, μίαμ)Ξ]1 που 


καταμετρά τα µήκή τυχαίας ἀπειρής ακολουθίας ευθυγράµµων τμημάτων 


αι... ......αρ.... Τότε τα µήκή των ευθυγράµµων τμημάτων, εκφράζονται 


όλα µε υπερβατικούς αριθμούς. 


Πόρισμα 1: Είναι αδύνατον να ορισθεί μαθηματική μονάδα μήκους ή οποία 
να μετρά ακριρῶς τυχαία μήκη, πέραν ρήητῶὠν  πολλαπλασίων καὶ 
υποπολλαπλασίων τής καθως και αλγεβρικῶν ασυμμέτρων µμµήκῶν που 
κατασκευάζονται! µε κανόνα και διαβήτη απ᾿᾽ αυτήν την τα. 


Συμπεράσματα : Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι; 


ο Μια ιδανική µαθηµατική µονάδα μήκους, όταν είναι να μετρήσει ένα 
τυχαίο μήκος α. θα το µετρά αυτό πάντα στο περίπου. µε µια ρητή 
προσέγγιση. αφού το α θα εκφράζεται µε πιθανότητα 10056 µε ασύμμετρο 
μέγεθος. Αν αυτό συμβαίνει για ιδανικά µήκη όπως τα μαθηματικά, πόσο δε 
μάλλον θα ισχύει και για τα φυσικά μήκη που απὀ την φύση τους είναι «μη 
καλώς ορισμένα αφού πάντα έχουν ασαφή όρια, όπως έχουµε εξηγήσει. 

ο Η ανθρώπινη συνείδηση. εγκλωβισµένη στα πεπερασμένα της όρια, 
ὁὀυσκολεύεται να αποδεχθεί πορίσματα γεωμετρικών πιθανοτήτων επί 
απειροσυνόλων, αφού οι ρητοί και κατ΄ επέκτασιν και οι αλγεβρικοί, είναι 
άπειροι, αριθµήσιµμοι στο πλήθος και κατασκευάσιµοι µε κανόνα και 
ὁιαβήτη. Είναι δηλαδή και υπαρκτά και εφικτά ενδεχόμενα. αλλά µε 
πιθανότητα ανεύρεσης-ανίχνευσης-προσδιορισμού-μέτρησης 0. Ισχύει δηλ. 
ότι αν φανταστώ το ευθύγραμμο τµήµα -σύνολο [0.11 και το τέμνω διαρκώς 
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µε µια ευθεία. ὃεν θα τοτµμήσω ποτέ σε ρητό αριθµό, ας εκτελέσω το πείραμα 
αυτό µε απεριόριστο αριθµό επαναλήψεων. Έχουμε δηλαδή µια γνωστική 
σύγκρουση σε σχέση µε τον κλασικό ορισµό των πιθανοτήτων η οποία όµως 
αναφέρεται σε πεπερασμένα σύνολα δειγµατικώὠν χώρων, πεπερασμένα, από 
την ἴδια την φύση των ενδεχοµένων που μελετούμε ή είναι δυνατόν να 
μελετήσουμε µε στατιστικές μεθόδους. 

ο Η οντότητα «] µαθηµατική µονάδα μήκους» που την εννοούμε ὠωςτο 
µ([0.1/) εξακολουθεί να έχει μήκος 1, ακόµα κι αν από το [0.1] αφαιρέσουμε 
όλους τους αλγεβρικούς αριθμούς Α που περιέχει. Η συνάρτηση τύπου 

|.αν χ ε[θ.]]-Α 


Ντιρικέό ᾖΤΓ0)Ξ :Α το σύνολο ΑΛγεβρικών . είναι 
θαν γεΑβ [0.1] 


παντού ασυνεχής ενώ ο ένας κλάδος της συνιστά ΛΑ 


μήκος συνάρτησης |. Οι ικανές συνθήκες για να 
συνίσταται μήκος απὀ ένα σύνολο ή υποσύνολό του, 





είναι (1) Να είναι παντού πυκνό και (1) Να είναι 
υπεραριθµήσιµο. Αν πληρούται µία µόνο συνθήκη. . 
ὃεν εξασφαλίζεται ύπαρξη μήκους. Παράδειγµατο 

που είναι παντού πυκνό. αλλά ὃδεν είναι .. 


υπεραριθµήσιµο και ισχύει μ(ῷ)-0 . Επίσης το Σχήµα 1: Το τρίωνο Κανίζσα] 
/καετάνο όπου φαίνεται ἑνα λευκό 





σύνολο του Καντόρ «που είναι υπεραριθµήσιµο, ο ο ο ο 


αλλά είναι παντού µη πυκνό όπου και γι αυτό έχουµε έχουν χαραχύεί οι πλευρές του.[11 
µ(0)Ξ0. [9]. [51,101 


Συμφιλίῶση αισθήσεων και διαισθητικών 
αντιλήψεων με την Μαθηματική 
πραγματικότητα: Ενίοτε συμβαίνει να έχουµε την 





αίσθηση, ότι κάποια μαθηματικά αντικείμενα που 
είναι προϊόντα Μαθηματικής αφαίρεσης, τα. 
, ι , Σχήµα 2: Τα δύο ορθογώνια τραπέζτα, το 
αισθητοποιούµε, άρα τα αντιλαμβανόμαστε λευκό και το μαύρο, αισθητοποιούν την 
πλευρά που τα χωρίζει σε δύο ημιεπίπεδα, 
ως «αισθητό απλατές ευθύγραμμο τµήµα 
στο σχ. 1] έχουµε την εδραία αίσθηση ότι που όµως δεν υπάρχει.» 


βλέπουμε το λευκό ισόπλευρο τρίγωνο µε την 
κορυφή προς τα κάτω. Όμως, η λογική υπαγορεύει ὁτι είναι αδύνατον ο 


πλήρως κατά την ουσία τους. Για παράδειγµα 
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εγκέφαλος, µέσω των οφθαλμών, να βλέπει την περίμετρο του λευκού 
ισοπλεύρου τριγώνου, ὀεδοµένου ότι οι γραµµές ως απλατείς στερούνται 
ύλης και ἁρα είναι αδύνατον να γίνει διέγερση των οφθαλμών, από φωςτπου 
εκπέμπουν. Άρα είναι αδύνατη η καταγραφή και αντίστοιχη οπτική αντίληψη 
στον εγκέφαλο. Πρόκειται περί οφθαλµαπάτης.[11! Ομοίως και τα δύο 
ορθογώνια τραπέζια αισθητοποιούν την κοινή τους πλευρά ως υπάρχον 
απλατές ευθύγραμμο τµήµα (σχήμα 2) Η περεταίρω προσέγγιση στην 
πραγματικότητα. µας λέει ότι είναι σχήματα που έχουν προκύψει από Π/Υ 
και άρα εκ κατασκευής όλα είναι εικονοστοιχεία (πίξελ) δηλ. στοιχειώδη 
τετραγωνάκια λευκά ή μαύρα. Άρα και οι εμφαινόμενες λωρίδες που δίνουν 
οπτική αίσθηση ευθείας͵ είναι συστοιχίες από τετραγωνάκια μαύρα ή λευκά. 
Κι αυτά τα εικονοστοιχεία µε την σειρά τους, έχουν µια άλλη «φυσική 
προσέγγιση του μικρόκοσμού τους έως ατομικού και όχι µόνον επιπέδου, 
καθώς ξεπερνούν τα όποια ανθρώπινα παράθυρα αισθητότητας και τα όποια 
κατώφλια αντιληπτότητας. Έτσι λοιπόν, η ὡς προς τον πληθικό αριθµό 
σύγκριση του αριθμήσιμου και του υπεραριθµήσιµου. είναι ισοπεδωτική 
υπέρ του υπεραριθµήσιµου. παρ΄ ότι και τα δύο συνιστούν άπειρο, ας ξενίζει 
η διαίσθηση. Μην ξεχνάμε, ὀτιτα αποτελέσµατα του Καντόρ καιο λογισμός 
του µε το άπειρο ήταν πιθανόν και τη κύρια αιτία δημιουργίας της αντίπαλης 
Σχολής των Ιντουσιονιστικὠν («Εποπτικών- Ενορατικών-Διαισθητικών)) 
Μαθηματικών του Μπράουερ µε πρόδρομο τον Κρόνεκερ ο οποίος από 
ὁάσκαλοςτου Καντόρ. έγινε σφοδρός του πολέμιος. [11 


Αναλογικά, την ίδια δυσκολία αντιμετωπίζει η ανθρώπινη συνείδηση να 
κατανοήσει τῆς Γεωμετρικά οριζόµενες πιθανότητες ἠ γενικά όσες 
αναφέρονται σε απειροσύνολα. Τια παράδειγµα οἱ φυσικοί αριθμοί που 
ὀίνουν περατούµενες διαιρέσεις στο δεκαδικό σύστηµα αρίθμησης είναι όσοι 


αν νιν) ΕΝ Προφανώς 


είναι όροι του αναγώγου κλάσματος της µορφής 
πρόκειται για άπειρη κλάση. Όμως όλα τα υπάρχοντα θετικά ρητά κλάσματα 
παριστάνονται από την κλάση αναγώγων κλασμάτων 
α 
21.33.5373 «ΕΣ ΑΡ: 


στην άπειρη ακολουθία των πρώτων αριθμών και άἆρα η κλάση των δύο 


. αΕΤΝ όπου ο παρονοµαστής αναφέρεται 


φυσικών πρώτων 2 καιὸ σε σχέση µετο άπειρο πλήθος των φυσικών πρώτων 
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” ά ά 2 ά ” ΄ 
αριθμών, ὀδίνουν λόγο --Ξ0 και ἆρα «Ἠ πιθανότητα να περατώνεται ή 
ΟΟ 


ὁιαϊρεση μεταξύ δύο τυχαία επιλεγιένων φυσικών εἴναι 0». παρ΄ ὀτιυπάρχουν 
άπειρα ζεύγη που συνιστούν περατούµενες διαιρέσεις. Κλιµμακωτά, 
αναλογικά, γίνεται αντιληπτό και το συμπέρασμα το καταληκτικὀό, ότι «εἴναι 
αδύνατον να ορισθεί μέτρο που να µετρά τα πραγματικά µήκή των φυσικών 
σωμάτων» (Αν είναι ὀυνατόν οντολογικώς να ορισθεί καλώς η έννοια 
«πραγµατικό µήκος υλικού σώματος» ) Η μαθηματικά άρρητη και ὃη 
υπερρατική σχέση μεταξύ οποιασδήποτε µονάδας και οιουδήποτε 
εξιδανικευµένου μαθηματικού μήκους, προφανώς εδράζεται στην έννοια του 
συνεχούς. Την ίδια στιγµή, τα Μαθηματικά και η Λογική. µας παρέχουν 
εργαλεία προσέγγισης τῆς γνώσης όχι µόνο εξῶ-αισθητηριακά, αλλά και 
ενάντια στις αισθήσεις. Όμως και η διαίσθηση και η Λογική έχουν την 
αναγκαία συμπληρωματική τους θέση στα Μαθηματικά και όπως είπε ο 
Πουανκαρέ «Π ογική, που απὀ µὀνήη τής µπορεί να προσφέρει τήν 
βεβαιότητα, εἴναι το εργαλείο τής απὀδειζής, ή ὁιαϊσθηση εἶναι το εργαλείο τής 
επινόήσής.» [12] 
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